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«Esteban Terradas». 
lntroduccion. 
En este articulo se estudian los pardmetros de lanzamiento de las sondas que pue-
den escapar de la esfera de influencia de la Tierra y se mueven principalmente bajo la 
atraccion del Sol. Obtendremos una serie de relaciones sencillas que permitan, con apro-
xtmacion razonable, la rdpida esttmacion de las condiciones de lanzamiento necesarias para 
llevar a cabo una mision espacial determinada. 
La teoria presentada aqui es aplicable a una amplia gama de misiones espaciales. Es 
en particular aplicable a misiones de interceptacion de cometas, que exigen metodos apro-
ximados sui generis. Un cometa tiene una orbita en principio desconocida, no necesarta-
mente poco inclmada respecto a la Ecliptica, que ha de determinarse mediante una serie 
de observaciones con suficiente antelacion. 
Describiremos primeramente el movimtento de la Tierra alrededor del Sol. A conti-
nuacion haremos uso del metodo de Conicas empalmadas para estudiar el movimiento de 
la Sonda. Primeramente utilizaremos un sistema de coordenadas geocentrico inercial. con 
to cual la atraccion del Sol queda aproximadamenle compensada por las fuerzas de inercia 
del sistema de referenda cerca de la Tierra (dentro de la esfera de influencia de la Tierra) ; 
la sonda describird una hiperbola de escape. A continuacion (despues de abandonar la 
esfera de influencia de la Tierra) y en un sistema de coordenadas inercial heliocentrico la 
sonda describird una conica kepleriana alredeior del Sol. Las condiciones de inyeccion en 
esta segunda orbita se determinardn por empalme adecuado con las condiciones asintoti-
cas de la hiperbola de escape. 
Por ultimo, presentaremos una teoria hnealizada del vuelo intecplanetario que sim-
phfica la determinacion de los pardmetros de lanzamiento para alcanzar un bianco deter-
minado. Como apltcacion de este trabajo se hard un andlisis del vuelo espacial del Pio-
neer V. 
1. Movimiento de la Tierra alrededor del Sol. 
El piano de la orbita es, por definicion, el piano de la Ecliptica. Los parametros fun-
damentales, que determinan su movimiento y que se enumeran a continuacion estan obte-
nidos de la Ref. i. 
(*) En este articulo se resume una parte ciei informe presentado a la C O P E R S como consecuencia 
del Contrato I N T A - C O P E R S 7-63 (Ref. 5). 
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Distancia media Sol-1 lerra (<.enn-
eje ma\or) . 
Perihelio. 
Afelio. 
Excentricklad. 
l.ongitud del penheK>, 
Longitu'd de la T.ieir.i in 1 de cne-
10 de 1957. 
Iiiclinacion re^pecto al Ecuador. 
Movimiento sideral di.irio medio. 
Veloeidad orbital media. 
Parametro yra\ itatorio del Sol. 
La anomalia media, M, viene dada po r : 
rfp = a l.A.U. = 1.49,4 X 10s Km. 
rv 0,983273 A.U. 
ra 1,016727 A.U. 
e 0,0167272 
(0 102° 12'32" 
1 — V 
L
° — ® 99" 53' 19,15" 
E 23u 26' 59" 
n 3548,193 s^. /dia. 
ve 29.7/ Km / ^eg. 
T® 1,324948 x 10
l ;
 Km.Vseg.3 
M =. n t 
donde n = | »* a~'-'-'- es el movimiento sideral diario medio. 
2. Esfera de influencia de la Tierra. 
D a d o que en las proximidades de la T ie r ra la aceleracion debida a la atraccion del 
Sol es casi la misma para la Sonda que para la Tierra , podemos suponer, que si utiliza-
mos un sistema de coordenadas inercial geocentrico (con ejes de direcciones fijas) la 
atraccion del Sol puede equilibrarse aproximadamente con las fuerzas de inercia del sis-
tema de referencia. Por tanto , hacemcs la hipotesis de que al estudiar el movimiento de 
la Sonda cerca de la Tierra ''en la esfera de influencia de la Tier ra) pueden obte-
nerse buenos resultados aproximados despreciando la atraccion del Sol, si uti l izamos un 
sistema de cocrdenadas inercial geocentrico. 
En la Ref. 2 se calcula el radio de la esfera de influencia de la Tierra igualando las 
aceleraciones de perturbacion relativas producidas por el Sol y la Tierra en el movi-
miento de la Sonda cuando esta se encuentra cerca y lejos de la Tierra , respectivamente: 
JP, F 
V E 
|1] 
donde a$ E por ejemplo, es la aceleracion (per supuesto, despreciable) producida en el 
Sol por la atraccion de la Tier ra . 
De la ecuacion | 1 | se puede deducir el radio r, de la esfera de influencia de la Tier ra : 
fi'r+ ~ |mL |m s) ' ' s ~ 0,006, (r. ~ 900000 km ) , 
y la aceleracion de perturbacion relativa, en el contorno de la esfera de influencia es: 
- ^ m E K °'°7 ' 
P, E 
Los valores correspondientes para la Luna de los que acabamos de obtener son, 0,15 y 
0 ,3 , respectivamente. 
En la Ref. 2 se comparan los resultados exactcs, con los obtenidos para sondas 
lunares empalmando, en la superficie de la esfera de influencia de la Luna, las dos co-
rneas keplerianas que describen el movimientc de la Sonda, cerca y lejos de la Luna, res-
pectivamente. 
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En las Ref. 3 y 4 puede verse que para el problema restringido de los tres cuerpos 
(en nuestro caso, Sonda, Tier ra y Sol) al despreciar la atraccion de la Tier ra en el mo-
vimientc de la Sonda si esta no esta proxima a la Tierra , los errores son del orden de 
m = mvJ',mK -f- ms). (Suponiendo que la orbita se estudia en el intervalo de un ano, 
y todas las longitudes vienen dadas en A. U . ) 
Cuando la Sonda esta a una distancia menor que m de la Tierra , su movimiento pue-
de estudiarse, en primera aproximacion, despreciando la atraccion del Sol. Si se utiliza 
un sistema de coordenadas inercial geocentrico, los errores son entonces del orden de 
m r ^ o (m.2). Las condiciones iniciales deberan conocerse con la misma aproximacion. 
Si la Sonda se lanza desde la Tier ra , podemos suponer que las condiciones de inyec-
cion se conocen con la exactitud necesaria; no obstante, cuando la Sonda se acerca a la 
Tierra desde el espacio exterior, la velocidad, y lo que es mas importante , la posicion de 
!a asintota de aproximacion deberi conocerse con un error o (mr) a lo sumo. Este hecho 
nos obliga a tener en cuenta la atraccion de la Tierra , en primera aproximacion, cuando 
estudiamos el movimiento de la Sonda lejos de la Tierra bajo la atraccion solar. 
Este trabajo es un estudio exploratorio sobre el movimiento de las sondas lanzadas 
desde la Tier ra (sin t ratar de determinar el movimien to de la Sonda despues de su pasc cer-
ca de o t ro p lane ta ) . Por tan to , de acuerdo con lo dicho haremos lo siguiente: 
a) Despreciar la atraccion del Sol en la fase hiperbolica de ascenro part iendc c!e la 
Tierra (ut i l izando, por supuesto, un sistemade coordenadas geocentrico inercial) . 
b) Despreciar la atraccion de la Tier ra cuando estudiamos el movimiento de la Son-
da lejos de la Tier ra . En este caso el sistema de coordenadas sera inercial heliocentrico. 
Para establecer las condiciones iniciales en esta fase del movimiento de la Sonda, supon-
dremos que la Sonda parte del centro de la Tier ra en el instante de lanzamiento y con 
una velocidad igual a la orbital de la T ie r ra mas la velocidad asintotica de la Sonda en 
su movimiento de escape desde la Tierra y relativa a ella. 
3. Orbita hiperbolica de ascenso. 
Uti l izando un sistema de referenda inercial geocentrico podremos despreciar la atrac-
cion del Sol cuando estudiemos el movimien to de la Sonda en la fase de orbita hiperbo-
lica de ascenso. 
El problema consiste en determinar la orbita de una Sonda que se lanza desde un 
pun to dado de la Tierra , asi como el escape desde la Tier ra en una direccion definida 
por a T , <5T y con una velocidad dada V v Esta direccion y velocidad se determinaran des-
pues al estudiar las condiciones optimas de insercion de la Sonda en el movimiento helio-
centrico. 
Despreciaremos los efectos debidos al achatamiento de la Tierra y la resistencia 
del aire, reduciendo el problema, en la fase balistica del movimiento de la Sonda a un 
problema restringido de dos cuerpos. 
Supondremos que toda la orbita de ascenso esta en el mismo piano. Esta trayectoria 
incluye una fase inicial propulsada, una orbi ta circular de espera y una segunda orbita 
propulsada para la inyeccion final en la orbita de ascenso hiperbolica balistica. 
T o d o lo dicho en el articulo "Sondas lunares" (Ref. 5) acerca de las restricciones 
geometricas, es valido para las orbitas hiperbolicas. En particular las figuras 4 y 5 de 
dicho articulo nos sirven para determinar el acimut de lanzamiento y el angulo total cen-
tral de viaje en funcion de la direccion radial exterior de la asintota de escape y de la 
posicion del p u n t o de lanzamiento en el m o m e n t o de lanzamiento . 
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Ademas, lo dicho acerca de las ventajas de la 
orbita de espera, en el caso de orbitas Iunares, es 
facilmente adaptable al caso de orbitas interplane-
tarias. 
En este caso, sin embargo, la direccitin del bian-
co esta perfectamente determinada en la mayoria 
de los casos por consideraciones de tiempo o ener-
gia en el movimiento eliptico alrededor del Scl, no 
pudiendose esperar, como podia bacerse en el caso 
de la Luna a la epoca del mes lunar mas favorable 
para la trayectoria de ascenso. 
El angulo total central de viaje que aparece en 
la figura i es la suma de los angulos <E>i -f- 0_: -f-
+ <&P + <J>/,- De estos Oi y O2 son fiios y depen-
den de las caracteristicas del vehiculo lanzador. 
El angulo O^ mide el recorrido a lo largo de la or-
bita de espera y podemos variar su magnitud, de 
acuerdo con las restricciones dinamicas para maxi-
mizar la carga de pago. El angulo <&,, es el angulo 
central balistico que determinaremos a continuacion 
en funcion de la velocidad de inyeccion V, y del 
angulc de elevacion Y- Mediante el uso de las va-
riables adimensionales convenienles esta relacion sera valida para cualquier altura de in-
yeccion (y para cualquier planeta). 
La velocidad de inyeccion V, es el vector suma de la velocidad de inyeccion, res-
pecto a ejes ligados a la Tierra y la velocidad debida a la rotacion de la Tierra. Esta con-
dicion nos induciria, en lo posible, a hacer lanzamientos bacia el Este y lo mas cerca po-
sible del Ecuador. 
En el piano de la orbita de ascenso la trayectoria balistica sera una hiperbola de 
Kepler. 
Utilizaremos las siguientes variables adimensionales: 
p = -r--es la distancia adimensional al centro de la Tierra (los subindices I indican 
condiciones de inyeccion) a = V / V f es la velocidad adimensional; siendo V,. la veloci-
dad circular a la altura de inyeccion; vA es la velccidad asintotica adimensional. El sub-
indice p expresa condiciones en el perigeo. Siendo la anomalia verdadera como siempre 6. 
Para cualquier altura y planeta se tienen las siguientes relaciones: 
Ecuacion de la energia: 
Figura 1. 
v\ = 2 v\ = v*p + 2 ("">?) 
Cantidad de movimiento angular: 
v, cos
 T = vp Pp . 
De las ecuaciones [1] y [2] : 
La hiperbola viene dada por: 
P =
 P p ( l + e ) / ( l + e c o s 8 ) . 
En particular: 
r , „ ( l + e ) = l + e c o s O . 
y tambien: 
e sen (( 7) = sen 7 
1 
[1] 
121 
[31 
[4] 
[5] 
IM 
[6] 
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El angulo balistico central O/, viene dado por: 
* 6 = 0 A - " . -
A fin de calcular O/, en funcion de y y vv resolveremos primeramente la 
[3] para calcular p;„ y por medio de la relacion: 
e= j / l + v=, (v2, - 2 ) c o s = 7 . 
:alculamos la excentricidad e, y utilizndo [ 5 ] , |6] y [7J determinamos O,,. 
ra 2 muestra la relacion entre Oft, y y v1 obtenida por este procedimiento: 
W,cos2f(cos--[ + c o s $ b — i) + 2 v'21cos2- |'cosd)fc(l —cos, * b ) + ( l - cos* 6 )a = 0 . 
En particular para y = o: 
<J>6 = T- — arc cos [ l / ( v a , — 1 ) ] . 
En la figura 2 se han dibujado las lineas de excentricidad constante. 
17] 
ecuacion 
(8] 
La figu-
[91 
10] 
Figura 2. 
1.750-
20° 40° 60° 80° 100° 120° 140° 160° 180° 
* u 
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La trayectoria balistica hiperbolica viene dada por : 
p = v\cosii/(l-+ecosQ). \U] 
Para velocidades de inyeccion vv ligeramente supericres a la velocidad parabolica 2, 
la velocidad asintotica vA sera pequefia. E n este caso podemos escribir: 
Pp = cos= T + (vy8) sens 2 7 + 0 (v\); [12] 
e = 1 + v-.cos^-i + (v\J8) sen* 2
 T + 0(v«A); [13] 
ei = 2 1 - ( v V 2 ) s e n 2 T + 0 (v \ ) ; [14] 
«A = " - "A 1/2 cos
 T + (v*Jb) (3 cos 2 T + 2 cos-' T) + 0 (v»A); [15] 
<!>„ = - - 2 -( - vA ]/2 cos i + (v»A/2) sen 2 T + (v»J\t) (3 cos 2 T + 2 cos= -() + 0 ( v ' J . [16] 
4 Orbita interplanetaria. 
4 . 1 . Condiciones initiates y finales. 
Despues de abandonar la esfera de influencia de la Tierra , la Sonda se halla some-
tida, en primera aproximacion, unicamente a la atraccion del Sol; y describiendo en un 
sistema heliocentrico inercial una trayectoria eliptica kepleriana. 
Para cbtener las condiciones iniciales de esta trayectoria kepleriana, supondremos que 
la Scnda inicia su movimiento en la posicion del centro de la Tierra en el momento de 
lanzamiento y con una velocidad igual al vector suma de la velocidad orbital de la 
Tier ra y la velocidad asintotica de escape de la Sonda respecto la Tierra . Esta velocidad 
asintotica se define por su magni tud V A , y su direccion, dada por las ccordenadas 5, 
(angulo entre la velocidad asintotica V A y el p iano de la Ecliptica) y }j -• ^ — «E + ~/2 
(angulo entre la proyeccion de V A sobre la Ecliptica y la velocidad orbital de la Tierra) 
(ver figura 3 ) . 
PUNTO VERNAL 
PLANODE LA ORBITA DE ASCENSO v / 
PUNTO DE LANZAMIENTO ^ -
Figura 3. 
PLANO DEL ECUADOR 
PLANO DE LA ECLIPTICA 
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Figura 4. 
Figura 5. 
(t — tb)), entonces se puede calcular la inclinacion ;3 de la orbita respecto a la Eclfptica, 
asi como el angulo central de viaje: 
1.1 i3= t g 8 . / s : n j « 3 {t) - ^ ( t - / « , ) ( ; |J«] 
cos |, = cos SQ cos J , 0 (I) - y ^ ( , . . , 6 ) | . | 2 1 | 
Estas relaci;nes han sido dibujadas en la figura 5. Esta figura substi tuye, en la fase 
cie viaje interplanetario, a la figura 4 de la Ret . 5 obtenida para la fase de ascensc. 
La longitud del nodo ascendente Q, sera X^_ 6 S _ -f- 7t, dependiendo de que i0 sea 
positiva o negativa. 
4 ,3 , Relaciones dindmicas. 
En funcion de 5 (anomah'a verdadera) y de las variables adimensionales v = V / V ^ 
P = r/r ^ (los subindices I, T , p y a indicar an condiciones en el p u n t o de inyeccion, bian-
co, perihelio y afelio, respectivamente) subsisten las relaciones siguientes, obtenidas al es-
tudiar la fase de ascenso. 
Ecuacion de la trayectoria: 
P = p p O + e ) / ( l + e c o s O ) ; [22] 
donde pp, el radio del perihelio, es la menor de las raices de la siguiente ecuacion, que 
da
 Pa y Pp: 
(2 - v]) ;J" - 2 p + v J cos=
 T = 0; [23] 
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mientras que la excentricidad e esta dada po r : 
Pa' 
~ = V 1 - v? (2 - v?) cos=
 T . [24] 
fa + Pp 
El semieje mayor a esta dado po r : 
fl/^=(P«+Pp)/2 = l / ( 2 - v ? ) . 125] 
y el periodo t , en anos, es: 
x = ( a / r e ) 3 / 2 . [26] 
La anomalia verdadera 6l del p u n t o de inyeccion, se puede determinar en funcion de 
P„ y e mediante la relacion: 
c o s f l I = [ P ; , ( l + e ) - l ] / e , [27] 
o mediante la relacion [5 , a\. El a rgumento del perihelio, w3 , esta dado per — 9 j 6 
— 0j -)- 7T, dependiendo del signc positivo o negativo de / 3 . 
El angulo de viaje (J) satisface la relacion: 
;,r [1 + e cos (0l -M>)] = 1 -f cosO, , (28] 
entre los parametros dinamicos de inyeccion, vl y y, el angulc de viaje <D y pT. Esto es 
equivalente a las relaciones en los casos de ascenso lunar e hiperbolico (ver ec. [ 9 ] ) . Sin 
embargo, vl en este caso no esta relacionada directamente con la energia requerida para 
la inyeccion, y no tiene, por consiguiente, u n valor indicativo equivalente. 
El t iempo de viaje entre el perihelio' y un p u n t o de anomalia verdadera 0 es (Ref. 6 ) , 
en anos : 
""-^•h-te-i)- e ] / l - e s s e n O , [2gJ ] - f cos 0 
y el t iempo de viaje, t,, es, por consiguiente: 
' * = < ( * + 81)-'(«».). 130] 
Con condiciones de inyeccion v„, 3S , X 3 , dadas, las caracteristicas mas importantes p,„ 
p„, e, a, T, 6,, 1-, y y pueden determinarse. Las figuras 6 a la 13, muestran algunos de los 
resultados. Entre ellas, A V = V , — ] / " 2 V,. a h„ = 200 Km. 
El p m a x i m o que se puede alcanzar con una va dada se obtiene para Xs = 0, 0- — 0, 
y tiene el valor : 
P m i x = ( i - r - v a ) V ( l - 2 v f l - v " ) . [31] 
Del mismo modo , el valor mfnimo de p se obtiene para X. = it, 9. = 0 y esta dado 
po r : 
P m l n = ( l - 1 ' a ) - 7 ( l + 2 v a - v £ ) . 132, 
El valor m a x i m o de y, obtenido para 5 . = 0 y cos X. = — v„ esta dado por : 
( s e n t)max = va • 133] 
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7/ / 
±Xt=! 
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Figura 8. 
El valor maximo dc i3 , obtenido para X; = — ~, cos Sa = v„, esta dado por: 
( s e n ^ )max = ( s e n 'o)m4x =va V hz = 
V>+"« 
[34] 
Para una posicion del bianco y tiempo de viaje dados, se puede determinar <J> e i, 
con lo que resolviendo numericamente las ecuacicnes | i g | , [28] y [30] , se pueden eva-
luar las condiciones de inyeccion vir 5. y X. . En particular, v„ sera una funcion del tiem-
po de viaje th, para un bianco dado; y esta relacion se puede utilizar para determinar el 
tiempo de viaje mas conveniente y, despues, los parametros de lanzamiento restantes. La 
relacion v„ (th) cambia con la posicion del bianco a lo largo de su trayectoria. Cuando 
esta variacion se toma en cuenta, se puede encontrar el tiempo de llegada mas convenien-
te. Este metodo debe usarse para sondas cometarias. 
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4-4- Teoria linealizada de la ovbita interplanetaria. 
El problema de encontrar los parametrcs de inyeccion correspondientes a un bianco 
dado, del modo que ha sido planteado en el ultimo parrafo, implica la solucion nume-
rica de un sistema complicado de ecuacicnes algebrakas. Sin embargo, para un gran nu-
24° 
h=°° 
T FUNCION 
IMPAR DE 
=120° 
•4-- B1 .05 .1 HT~25 
Figura 9. 
mero de misiones espaciales la energia disponible no es grande; de modo que v„ = V ^ / V ^ 
es pequefio comparado con la unidad. Este hecho nos permite simplificar el problema men-
cicnado antes, desarrollando una teoria linealizada de vuelo interplanetario. Aun en los 
casos en que v„ no sea suficientemente pequefio, la teoria linealizada es, por su simplici-
dad, util para propositos ilustrativos. 
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Figura 10. 
.30 .35 
3.5 U 
Despreciando terminos del orden 0(p2a) comparados con u„, en las relaciones cbte-
nidas en la ul t ima seccion, obtenemos los siguientes resultados: 
Ecuacion de la frayectoria: (p — 1) / va cos 8£ = 2 cos A- Vi cos2 X6 -f- I cos (0, + 4>) , [35] 
Afelio y perihelio: ( p a p - 1) / va cos 8 S = 2 cos X£ ± ] / 3 cos2 X. -|- 1 . [36] 
[37] Excentridad: ejva cos 8. = 1/ 3 cos2 X£ -f- 1 . 
Semieje mayor: (alr(Q — > ) / v a c o s 8s = 2 cos X. 
Semieje menor: 6//%g = a/r^ . 
[38] 
[39) 
[40] 
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\=°° 
Figura 11. 
Periodo (afios): (x — 1) / 3 va cos Z. = cos I. [41] 
Tiempo de viaje: (2r.f„ - <J>)/va cos o- = 3 4> cos K. - 2 ] / 3 c o s 2 X £ + 1 [ sen ( 0, 4- <f) - sen 0j] [42] 
Anomal ia verdadera en la inyeccion: 
tg X? / sen Xf — 14- cos2 8. ( 1 4- cos! X, ) 8, - arc tg - — / va cos S, = - ' --v - '-1 
2 ) " cos3 §s ( 4 cos2 X£ 4- sen2 Xs ) 
[43] 
Angu lo de elevacion: 
f/va cos <5£ = sen Xa . [44] 
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Figura 12. 
Inclinacion de la orbita con respecto a la Ecliptica: 
' a / V a = s e " 8. • 1451 
En los segundos miembros de todas estas ecuaciones se han despreciado lcs terminos 
del orden de v„. 
Algunos de estos resultados se han dibujado en las figuras 15, 16 y 17. En particu-
lar la figura 16 da la trayectoria, y la 17 el tiempo en funcion del angulo de viaje (J> 
para distintos valores de X; . La figura 17 nos da, ademas del tiempo de viaje total f,,, 
la historia del tiempo, si sustituimos <0 por 0 — 0(. 
El angulo central de viaje total O, calculado de [35 ] , esta dibujado en la figura 18. 
Cuandc va -» 0, O = 2 it t,,, como puede deducirse de [42 ] . Con este limite, la figura 18 
nos da la relacion entre el tiempo de viaje total y el maximo tiempo de viaje (medio aiio). 
16 INGENIER1A AERONAUTICA Y ASTRONAUTICA 
Figura 13. 
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Este tiempo maximo corresponde a una orbita de Hohmann ((£> = -IT, XS = 0) entre la 
Tierra y el bianco a una distancia rT del Sol, como puede verse en la figura 18. La orbita 
de Hohmann corresponde a la de minima energia. Cuando L ^ O y por tanto la direc-
cion radial de escape no coincide con la direccion del movimiento de la Tierra, la mini-
ma energia (tiempo maximo) se obtiene tambien cuando el bianco esta en el afelio. 
Puede verse, no obstante, que un pequeno incremento de energia (L>„) sobre el mini-
mo, da lugar a grandes reducciones en el tiempo de viaje. Tambien se ve que, para una 
energia dada, hay un X, que da el minimo tiempo de viaje, o tambien, que para un tiem-
po de viaje dado hay un X. que da la minima energia. Si va no es suficientemente peque-
na, el tiempo de viaje puede calcularse por medio de las figuras 17 y 18. 
Supongamos que queremos determinar los parametros de inyeccion necesarios para 
alcanzar un punto dado en un instante dado, o sea que queremos determinar: 
"a , K, K, h ° S®C - fb) d a d o s sa (0 - «a V) J pT (') • 
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Las ecuaciones de la trayectoria I 3 5 ] , tiempo de viaje [42] y angulo de inclinacion 
[45] pueden escribirse en la forma siguiente: 
v„ cos S- = 
PT— 1 
vacos83 
2 cos Xa — [/ 3 c o ss >,. - f 1 cos (9, + $) 
V)-«o(0 
3 * cos Xe — 2 1/3 cos2 Xs + 1 | sen (8, + *) — sen 8, 
vasenS£ = ga/senO , 
en las que se ha utilizado la linealizacion 
/„ = S0/sen d> ; 
<P = a0(i)-Z(f)(t) + 2Tfb, 
de las relaciones geometricas [20] y [21 ] . 
[46] 
[47] 
[48] 
[49] 
[50] 
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At = 0 ° 
Figura 15. 
360° 
En estas relaciones podemos escribir 0, en funcion de A3 utilizando la expresion: 
tgO, = —tgX, 
De [45] y [46] deducimos: 
M P T - ' ) ] ' = [2cosl£ - V3cossX- + l cos ( 8 ^ $ ) ] ~ 2 + [oa/(pT - 1)]« cosec' <J, [51] 
que da la energia necesaria para alcanzar un bianco dado en funcion del angulo de viaje 
y de la coordenada A£ de la asintota de escape. El ultimo termino del segundo miembro 
expresa la energia requerida para salir del piano de la Ecliptica, mientras que el primero 
mide la energia necesaria para moverse en el piano de la Ecliptica lejos de la trayectoria 
de la Tierra. 
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Figura 18. 
De | 46 | y [47 j se obtiene una relacion adicional entre el angulo de viaje ® y A£ 
p - r O - 1 _ 2 cos ).s — l ' 3cosn £ 4- 1 cos ((), + $) 
2
e ( 0 - *3(t) 3 0cosX3 - 2 l / ' 3 c o s U - + l [ s e n ( 9 l + $) - sen 0,] 
[52] 
que esta dibujada en la figura 18. 
Con ayuda de la figura ig se puede dibujar facilmente \vn/(pT— 1) |-' como fun-
cion de O y X, para un valor dado de [8 /(PT— i ) ] 2 . 
Con ayuda de la figura 18 podemcs dibujar en la figura 19 la relacion entre X= y <j> 
para un valor dado de———— Sobre cada una de estas curvas hay un p u n t o >*, $ * q 
PT ' 
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PARA L < 0° UTILIZAR A. + 1800 EN LUCAR DE A c 
X t = 0D4l80° 
Figura 19. 
da el minimo valor v*„ de v([, y que es el mas conveniente desde el punto de vista de re-
querimiento energetico. Si dibujamos v*a (f) podemos determinar las condicicnes de lan-
zamiento optimas. 
Las condiciones de lanzamiento, en funcion de las condiciones de inyeccion en la or-
bita planetaria va,' K; , Ss se determinan de la siguiente forma: 
Primeramente, por medio de la figura 4 determinamos la direccion radial exterior 
aT y 3T en funcion de las coordenadas de la misma direccion respecto a la Ecliptica, que 
son: 
h y «t = s© ( K ) - *e + ic/2 • 
Por medio de las figuras 4 y 5 de la Ref. 5 obtenemos en funcion de 3T y a,,,, y 
para el punto de lanzamiento escogido, el intervalo de angulos de viaje de la orbita de 
ascenso ®/; que esta dentro de los limites de seguridad. 
Con la figura 3 determinamos los valores mas convenientes de (J)ft y y que dejen en 
el intervalo anteriormente calculado a O = (Jh -f- 0 2 + <!>/, -f- Q>b- Si utilizamos orbita 
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de espera, con la figura 3 podemos determinar Of, en funcion del y mas apropiado para 
las caracteristicas del vehiculo lanzador . Va r i andc la longi tud de la orbita de espera se 
pueden obtener diferentes angulos de viaje, que estando dentro de los limites de seguridad 
de lanzamiento, den, por ejemplo, un az imut de lanzamiento mas al Este u otro cualquier 
t ipo de consideraciones. 
El valor de a, calculado antes, ncs dara el instante de lanzamiento de cada dia. 
Puede existir, por tan to , una diferencia de doce horas entre el instante de lanzamiento 
calculado de esta forma y el obtenido al estudiar la orbita interplanetaria. El t iempo de 
llegada debera corregirse consecuentemente. N o obstante, en este estudio aproximado, no es 
necesaria la iteracion, 
Orbita del Pioneer V. 
C o m o aplicacion de la teoria anter iormente expuesta estudiaremos la orbita del P io -
neer V comparando los resultados obtenidos en las teorias no linealizada y linealizada de 
este trabajo ccn los resultados reales de la orbi ta dados en la Ref. 7. 
En dicha referencia las condiciones de inyeccion en la orbita hiperbolica de ascenso 
son: 
x = 2.804 Km. x' = 10,6424 Km/seg. 
y = — 5.301 Km. / = 3,0783 Km/seg. 
z =3.223 Km. 2 ' = 0,5622 Km'seg. 
en un sistema de coordenadas inercial ecuatorial rectangular, en el que el piano x y es el 
del Ecuador, siendo el eje x posit ivo hacia el equinoccio vernal de la fecha, y el eje z po-
sitivo hacia el Po lo Nor te del eje de giro de la Tier ra . 
Fecha: i r de marzo de 1960, 1311 o 6 m G M T . 
De estos valores deducimos: 
r, = 6809 Km. V, = 11,093 Km/seg. 
T = l l ° 4 3 ' A ' 1 = 9 3 ° 0 r o[ = 2 8 ° 14' «, = 297" 54' 
A la altura rl tenemos: 
Vc = 7,6514 Km/seg. 
A V = V, - I 2~VC =- 0,27 Kg/seg. V, / Vc = 1,45 . 
De la figura 3 deducimos: 
VA = 2,41 Km/seg. (2,452); 
e= 1,098 (1,0987); 
* 6 = 135°; 
los numeros entre parentesis correspcnden a los valores dados en la referencia antes cita-
da. De la figura 19 obtenemos: 
ia = 28,5° (28,40°). . 
De la figura 2 0 : 
Qa =201,55° (201,52°); 
y de la figura 2 1 , en funcion de 9,, A' j y i u , = — Q1 = — 22,10°, obtenemos: 
% •= 73,6° (73,23°), 
6r se ha obtenido usando la relacion exacta sen y = e sen (6j — y) ; si ut i l izamos la rela-
cion aproximada y = 2 8 : tenemos 9r = 23,4° . 
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De la figura 41 de la pagina 6.55 de la Ref. 7 estimamcs: 
<J>, = 12° y por tanto <i> =<£,-;-<p(, = N7°; 
utilizandc ahora la figura 4 de la Ref. 5 podemos determinar el azimut de lanzamiento 
de Cabo Kennedy. Para 6T = 5, = 28" 14' y $ = 12", tenemos A'L = 84". Con cj> = 147-
y A'L = 84", obtenemos: 
ST = —21,5° y aL —«T = 216°, 
9§» 
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Figura 21. 
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y de la figura 41 de la Ref. 7 podemos estimar: 
aL = a, — 12° = 297,9" — 12° = 28c>,9° , 
69,9° 
En nuestro caso podemos calcular de fcrma mas exacta 3T, ya que conocemos exac-
tamente el punto de inyeccion, A'L y 0 / ; . 
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Considerando el t r iangulo de vertices: el p u n t o de inyeccion, el Polo Nor te y la di-
reccion radial exterior, cb tenemos: 
8T = —21.5°, aT = 67°. 
Ut i l i zando estos valores en la figura 4 ob tenemcs : 
8E = —41,7° cu =59 ,2° , 
y 
X. = - a. + S.,-, - 90° = - 159,5°, 
ya que v ; , = — 10,3° el dia del lanzamiento . 
T a m b i e n : 
" a = V A / V s = 0,081 . 
Con estas condiciones de inyeccion v„, X£, 0- se obtienen los siguientes resultados 
con las teorias no Iinealizada y linealizada expuestas en este t rabajc . 
No l inea l izada Linealizada Datos reales 
e 0,128 0,115 0,104 
T 313d 302d 311,6d 
0i — ll,41o _ Q o — 2,58" 
a/r® 0.903 0,885 0,900 
9v 0,787 0,772 0,806 
Pa 1,019 1,002 0,993 
i — 3,27" — 3,08" — ?,,35« 
r — 1,28" — 1,19° — 
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